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1 Problémy

Kombinatoricky problém je charakterizovan

e vstupnimi proménnymi (na piikladu s vrtackou a tiSt'dkem je to seznam
dér),

e vystupnimi proménnymi (potadi dér tak, jak se budou vrtat),
e konfiguracnimi proménnymi (také poradi dér),
e omezenim (kaZdou diru vrtat jen jednou, uzaviena cesta),

e optimaliza¢nim kritériem, je-li tfeba (co nejkratsi cesta vrtacky).
Instance problému je ohodnoceni vstupnich proménnych.
Konfigurace je ohodnoceni konfigura¢nich proménych.
Reseni instance je konfigurace, ktera spliiuje omezent.
Optimalni FeSeni je feSeni s nejlepsi hodnotou optimalizacniho kritéria.
Suboptimalni FeSeni je feSeni s vyhovujici hodnotou optimalizacniho kritéria. Otdz-
kou je, co je vyhovujici hodnota.
1.1 Typy kombinatorickych problémi a jejich optimalizac¢ni verze
1.1.1 Cisté kombinatorické problémy

Notace: I je instance problému, Y je konfigurace, R(I,Y) je omezeni (R(I,Y") tedy
fika, jestli je Y feSenim).

Rozhodovaci problém Existuje Y takové, ze R(I,Y")?
Konstruktivni problém Sestrojit néjaké Y takové, ze R(I,Y).

Enumeracni problém Sestrojit v§echna Y™ takovd, ze R(I,Y).



1.1.2 Optimalizacni problémy
K predchozi notaci jesté pfibyva optimaliza¢ni kritérium (cenova funkce) C'(Y).

Optimaliza¢ni rozhodovaci problém Existuje Y takové, ze R(I,Y) a C(Y') je lepsi
neZ n&jaka konstanta QQ?

Optimaliza¢ni konstruktivni problém Sestrojit n&jaké Y takové, 7ze R(I,Y)aC(Y)
je nejleps$i mozné.

Optimaliza¢ni enumeracni problém Sestrojit v§echna Y takovd, ze R(I,Y) aC(Y)
je nejlepsi mozné.

Optimaliza¢ni evalua¢ni problém Zjistit nejlepsi mozné C(Y) takové, ze R(I,Y).

1.2 Slozitost problému, algoritmu
1.2.1 Asymptoticka slozitost algoritmu
Necht f,g: N — Rt

Asymptoticka horni mez f(n) je shora omezena g(n), f(n) = O(g(n)), pokud exis-
tuje kladné ¢ takové, Ze pro vSechna n > ng plati: f(n) < c- g(n).

Asymptoticka dolnimez f(n) = Q(g(n)) <= 3¢ > 0,ng € N : Vn > ng :

f(n) = c-g(n).

Asymptoticky odhad f(n) = ©(g(n)) <= f(n) = O(g(n)) A f(n) = Q(g(n)),
tzn. ¢1 - g(n) < f(n) < ca- g(n).

1.2.2 Slozitost problému

SloZitost problému se urcuje jako sloZitost algoritmu, ktery ho fe$i. Mdme-li algoritmus
f(n), ktery fesi problém II, pak je jeho sloZitost O(f(n)).

1.3 Stavovy prostor

Stav Necht X = {z1,z2,...,z,} jsou konfiguraéni proménné problému II. Necht’
Z = {z1,22,...,2m} jsou vnitini proménné algoritmu A FeSiciho instanci I
problému II. Pak kazdé ohodnoceni s proménnych X U Z je stav algoritmu A
fesiciho I.

Stavovy prostor Necht' S = {s;} je mnoZina vSech stavi algoritmu A fesiciho I.
Necht @ = {g¢;} je mnoZina operaci S — S takovych, Ze ¢;(s;) # s; pro
vSechna s;, ¢;. Pak dvojici (S, Q) nazveme stavovym prostorem algoritmu A
fesiciho I.

1.3.1 Graf stavového prostoru

Tah Necht' s € S je (jeden konkrétni) stav a ¢ € () operace. Pak aplikace ¢(s) se
nazyva tah.

Graf stavového prostoru Necht (S, Q) je stavovy prostor algoritmu feSiciho instanci
problému. Pak orientovany graf H = (S, E), kde hrana (s;, s;) € E odpovidd
tahu s; = ¢(s;) pro ¢ € @ se nazyvé grafem stavového prostoru algoritmu.



1.3.2 Strategie pohybu stavovym prostorem

Po stavovém prostoru se pohybujeme transformaci aktudlniho stavu pomoci dostup-
nych operaci na né€jaky jiny stav. Tuto transformaci je tieba ridit.

Uplna strategie Navstivime vSechny stavy kromé téch, o kterych vime, Ze nedévaji
(optimalni) feseni.

Systematicka strategie Uplna strategie, pfi které navitivime kazdy stav nejvyse jed-
nou.

Vlastnosti systematickych strategif je, Ze jsou v nejhorsim piipadé rovny hrubé sile.
To nastane napiiklad v piipadé neexistujiciho feSeni. Vyhodou je, Ze existuje-li feSent,
tyto metody jej naleznou. Navic naleznou feSeni optimalni.

Na zdkladé dosud dosaZené hodnoty optimalizac¢niho kritéria, splnéni omezujicich
podminek nebo znalosti optimaliza¢niho kritéria a omezujicich podminek miZeme vy-
loucit (profezat) urcité oblasti stavového prostoru (vétve hledani).

1.3.3 Prohledavaci prostor

Rozsifime-li stavovy prostor tak, Ze kazdému prvku nepfislusi jedna konfigurace, ale
mnozina konfiguraci, hovofime o prohleddvacim prostoru.

2 Tridy slozitosti problému

Na slozitost problémt lze nahliZet riznymi zpusoby. Jako tnosné 1ze oznadlit takové
problémy, jajichZ stavovy prostor je polynomidlné velky. Neitinosné jsou pak takové,
jejichz stavovy prostor je nadpolynomidlni. U nékterych existuje tinosné dlouhd cesta
stavovym prostorem k feSeni, pokud vime, kudy jit. U n€kterych ani to ne.

Vice formalismu do celé problematiky se snazi vnést systém tfid problémut. Mode-
lem univerzalniho vypocetniho stroje je tu Turinguv stroj.

2.1 Tridy rozhodovacich problému

2.1.1 ReSeni problému deterministickym Turingovym strojem

v

Program M pro deterministicky Turingiv stroj Fesi rozhodovaci problém 11, jestlize se
vypocet zastavi po konecném poctu krokt pro kazdou instanci problému II.

Program M pro deterministicky Turingv stroj 7esi rozhodovaci problém 11 v ¢ase
t, jestlize se vypocet zastavi po t krocich pro kazdou instanci problému II.

2.1.2 Trida P

Rozhodovaci problém patii do #7idy P jestlize pro néj existuje program pro determi-
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konecné ¢islo.

2.1.3 Tridy PSPACE a EXPTIME

Pro problém spadajici do tfidy PSPACE plati, Ze spotfebuje polynomidlni mnoZstvi
pésky. Problém ze tiidy EXPTIME je feSen v Gase O(27(™), kde P(n) je polynom ve
velikosti instance n.



2.1.4 ReSeni problému nedeterministickym Turingovym strojem

v

Program M nedeterministického Turingova stroje resi rozhodovaci problém 11 v case
t, jestlize se vypocet zastavi po ¢ krocich pro kazdou instanci I € IT4x0 problému II,
kde IT 4y je mnoZina instanci problému IT takovych, které maji vystup ANO.

Jestlize nedeterministicky TuringGv stroj fesi problém IT v ase T'(n), pak determi-
nisticky Turing@v stroj fesi IT v &ase 20(T(n)

2.1.5 Trida NP

Rozhodovaci problém 11 pat#i do tiidy NP, jestlize pro né¢j existuje program pro nede-
terministicky Turinglv stroj, ktery kazdou instanci I € I 4 yo problému II fes{ v Case
O(n*), kde n je délka vstupnich dat a k je koneéné &islo.

Rozhodovaci problém 11 patri do tridy NP, jestlize pro kazdou instanci I € II4n0o
problému IT existuje konfigurace Y takovd, Ze kontrola, zda Y je feSenim, patii do P
(tzn. Ze omezujici podminky lze vyhodnotit v polynomidlnim case). V této souvislosti

nazyvame Y certifikdtem.

2.1.6 Trida co-NP

Existuji i problémy mimo NP. Napiiklad rozhodovaci problém, zda je graf prost Ha-
miltonovych kruznic, nebo zda je booleovska formule nesplnitelna. Problémem je, Ze
pfi odpovédi ,,ano, je nesplnitelnd nemame Zadny certifikat, kterym bychom to dolo-
zili. Na takovéto problémy lze pohliZet jako na ,protéjsky‘ NP problémil — oznacuji
se co-NP.

2.2 Tridy optimaliza¢nich problému

2.2.1 ReSeni optimalizaéniho problému Turingovym strojem

v

Program M pro deterministicky Turinglv stroj resi optimalizacni problém 11 v case
t, jestlize se vypocet zastavi po t krocich pro kaZdou instanci problému II, kterd ma
feSeni, a na pdsce je zapsdn vystup instance.

Program M pro deterministicky Turingiv stroj pocitd optimalizacni kritérium pro-
blému 11 v case t, jestlize pro kazdé feSeni kazdé instance problému II, zapsané na
pasce jako vstupni data, se vypocet zastavi po ¢ krocich a na pasce je zapsdna hodnota
optimaliza¢niho kritéria.

2.2.2 Trida NPO
Optimalizacni problém II pat#i do tridy NPO, jestlize spliiuje nasledujici podminky:

e velikost vystupu instance je omezena polynomem ve velikosti instance (tj. vystup
Ize zapsat v polynomidlnim Case),

e problém, zda dand konfigurace je feSenim, patfi do P (tj. omezujici podminky Ize
vyhodnotit v polynomidlnim Case),

e existuje program pro Turinglv stroj, ktery vypocitd hodnotu optimalizacniho kri-
téria pro vSechna feSeni vSech instanci v polynomidlnim case (tj. optimalizacni
kritérium Ize vyhodnotit v polynomidlnim case).



2.2.3 Trida PO
Optimalizacni problém II pat#i do tidy PO, jestlize spliiuje ndsledujici podminky:
e patii do NPO,

S . . P . S iy
e existuje program pro Turingiv stroj, ktery kaZdou instanci vyfesi v polynomiédl-
nim Case.

Prikladem je tfeba problém nejkratsi cesty v grafu G = (V, E). Velikost vystupu je
O(|E)|), ovéfit omezeni trvd O(|E|log |E|), optimaliza¢ni kritérium spocteme v Case
O(|E)|) a existuje polynomidln{ algoritmus (Dijkstra).

2.3 NP-uplné a NP-tézké problémy

X-tézky Problém II je X-tézky, jestlize se efektivni feSeni vSech problémii ze tfidy X
da zredukovat na efektivni feSeni problému II. Efektivnim feSenim je naptiklad
feSeni v polynomidlnim cCase nebo feSeni s omezenou chybou. Zredukovat na
feSeni IT znamend vyfesit pomoci II.

X-tplny Problém IT je X uplny, jestlize je X-t€zky a sam patif do tiidy X.

2.3.1 NPC problémy

Karpova redukce Rozhodovaci problém II; je Karp-redukovatelny na Iy (znaci se
IT; o IIy), jestlize existuje polynomidlni program pro deterministicky Turingtv
stroj, ktery prevede kaZdou instanci I; problému II; na instanci /5 problému Iy
tak, Ze vystup obou instanci je shodny.

Karpova redukcee je tranzitivni, tedy plati, ze (II; o IIp) A (IIs o II3) = II; o II.
Zarovei lze pomoci Karpovy redukce vytvaret t7idy polynomidlni ekvivalence ((I11;
II;) A (IIy o II;) = II; a II; jsou polynomiélné ekvivalentni).

NP-tiplny problém Problém II je NP-tplny (NPC, NP-Complete), jestlize II € NP a
pro v8echny problémy IT' € NP plati, Ze II" o< II.

Diisledkem je, Ze mame-li problém IT € NP a existuje-li tfeba i jedinny II' € NPC
takovy, Ze II' o< II, pak z tranzitivity plyne, Ze II € NPC (Cesky: kdyZ najdeme jeden
NPC problém, ktery jde prevést na naS problém II, pak musi byt ndS problém taky
NPC, jelikoZ viechny NP jdou pfevést na nds problém pies IT' ve dvou krocich).

vvvvv

Cookova véta SAT je NP-tplny.

ZM2

Velice dilezita véta, kterd prinasi fadu dasledkt. Predevsim fikd, Ze NPC neni prazdna
a otevird tak cestu k dikazim NP-uplnosti pfevodem. Jsou znidmy tisice NPC pro-
blémd, které tvofi tfidu ekvivalence. Nezda se proto, Ze by tfida problémi P byla
shodna s NP.

Toho, Ze SAT je NP-tplny, a pfedchoziho disledku se vyuZziva k dokazovani, Ze je
néjaky problém NP-tplny (II € NP, SAT  II = II € NPC).



2.3.2 NPH problémy

Turingova redukce Rozhodovaci problém II; je Turing-redukovatelny na Ils (zna-

¢ime tieba 1I; X II,, jestliZe existuje polynomidlni program pro (determinis-
ticky) Turinglv stroj, ktery fesi kaZdou instanci I; problému IT; tak, Ze pouziva
program M5 pro problém IIs jako podprogram (jehoZ trvani povaZujeme za je-
den krok).

Karpova redukce je specidlnim pfipadem Turingovy redukce, kdy volame podprogram

pouze jednou a pfimo pouzivame vysledek tohoto podprogramu.

NP-tézky problém Problém II je NP-tézky (NPH, NP-Heavy), jestlize pro vSechny
problémy II' € NP plati, e IT' o II.

Z definice NPH problémt mimo jiné plyne to , Ze NPC C NPH.

2.3.3 NPI problémy

NP-intermediate problém Existuji problémy, pro které ani neumime nalézt polyno-
midlni algoritmus, ani je prevést na SAT. Takové oznacujeme jako NPI a patii
mezi né€ napiiklad problém izomorfismu grafti (do roku 2004 taky test prvocisel-
nosti Cisel).

3 Algoritmy

Existuje celd fada netnosnych optimalizacnich problémt (NPO), které je ale nutno
v praxi fesit. Metody feSeni 1ze rozdélit na deterministické a ndhodné a kombinované.
Mezi deterministiké pati{ aproximativni (zarucena hodnota chyby v nejhorsim piipadé)
a pseudopolynomidlni algoritmy, metody ndhodné a kombinované zastupuji randomi-
zované algoritmy (s danou statistikou charakteristikou chyby v primérném piipadé).

3.1 Pseudopolynomialni algoritmy

Pseudopolynomialni algoritmus Algoritmus, jehoZ pocet kroki zavisi polynomialné
na velikosti instance, ale zavisi ddle na parametru, ktery s velikosti instance ne-
SOuvisi.

3.2 Aproximativni algoritmy

Aproximativni algoritmy urcuji tfi tfidy aproximovatelnych problému. Ttidu aproxi-
movatelnych problémi APX, tfidu libovolné pfesné aproximovatelnych problémut PTAS
a tiidu libovolné pfesné a rychle aproximovatelnych problémi FPTAS.

3.2.1 Hodnoceni kvality algoritmu

Relativni kvalita Algoritmus APR m4 relativni kvalitu R, jestlize

C(APR(I)) C(OPT(I))
B > max { C(OPT(I))’ C(APR(I)) }

Pro R rovno jedné je algoritmus zarucené presny, pro I jdouci do nekonécna
nedava zadnou zaruku presnosti.



Relativni chyba Algoritmus APR mad relativni chybu e, jestlize

5Zmax{

|C(APR(I)) — C(OPT(I))]| }
VI

max {C(OPT(I)),C(APR(I))}
Pro € rovno nule je algoritmus zarucené presny, pro € rovno jedné nedava Zadnou
zéruku ptesnosti.

Znaceni ve vzorcich mé tento vyznam:

vvvvv

e APR(I) je aproximované feSeni instance I
e OPT(I) je optimdlni feSeni instance [

Relativni chyba a relativni kvalita jsou vzdjemné prevoditelné vztahem

—1-— =
c R

3.2.2 Tridy aproximac¢nich problému

R-aproximativni algoritmus Algoritmus APR pro problém II je R-aproximativni',
jestliZe je jeho relativni kvalita RR.

R-aproximativni optimalizac¢ni problém Optimaliza¢ni problém II je R-aproximativni,
jestliZe pro néj existuje R-aproximativni polynomidln{ algoritmus. Cislo R se na-
zyva aproximacni prdh problému II.

APX problém Optimalizacni problém II patii do tFidy problémii APX, jestlize je R-
aproximativni pro kone¢né R.

PTAS Algoritmus APR, ktery pro kazdé ¢ > 0 vyfe$i kazdou instanci problému II
s relativni chybou nejvySe £ v ase polynomidlnim v |I| nazgyvame polynomi-
dlni aproximacni schéma problému 11 (PTAS, Polynomial Time Approximation
Scheme).

PTAS problém Problém II patii do tFidy PTAS, jestlize pro II existuje polynomi-
alni aproximacni schéma (pati{ tam naptiklad problém batohu nebo geometricky
TSO).

FPTAS Polynomidlni aproximacni schéma APR, jehoZ Cas vypoctu zavisi polynomi-
dln& na 1/e, nazyvame plné polynomidini aproximacni schéma (FPTAS, Fully
Polynomial Time Approximation Scheme).

FPTAS problém Problém II patii do tFidy FPTAS, jestlize pro II existuje pIné poly-
nomidln{ aproximacni schéma.

Istejnym zptisobem lze pouZit relativni chybu ¢ a mit algoritmus e-aproximativn{



3.2.3 Aproximacné nejtézsi problémy

Zavedenim APX-redukce tak, Ze zachovdva aproximaci (efektivitu) a chdpadnim sou-
slovi ,.efektivni feSeni* jako aproximovatelné feSeni lze vyuZzit definic z odstavce 2.3
na strané 5 o X-tézkych a X-tiplnych problémech.

... .. APX L o .
APX redukce APX-redukci znacime jako o¢ a ma ndsledujici vlastnosti:

o 11, *X° 11y, I, € APX = II; € APX

o T, *&* I, TT, € PTAS = I, € PTAS

e APX redukce je Turingova redukce.
NPO-t&7ky problém Problém T1 je NPO-1¢2ky, jeslize VI € NPO : I "5 I
NPO-tipIny problém Problém II je NPO-iipiny, jestlize je NPO-t&7ky a II € NPO.

APX-té7ky problém Problém I1 je APX-1&3ky, jeslize VII' € APX : IT' "5 IL.
APX-tplny problém Problém II je APX-iipiny, jestlize je APX-tézky a IT € APX.

3.3 Randomizované algoritmy

Randomizovany algoritmus je zaloZen na ndhodné volbé a jeho vlastnosti jsou vyjad-
feny statisticky. MiiZeme je rozdélit do dvou skupin:

Monte Carlo algoritmy DosaZeny vysledek (optimaliza¢ni kritérium) je ndhodna pro-
ménnd, ¢as béhu je pro danou instanci pevny.

Las Vegas algoritmy Cas b&hu je ndhodna proménnd, vysledek je vZdy spravny.

Vyhodou randomizovanych algoritmi je strukturni jednoduchost. O¢ekdvana kva-
lita vysledku muze byt lepsi nez zaruCend kvalita aproximativnich algoritmi. Nezavis-
Iym opakovanim lze kvalitu zlepsit. Tim, Ze budeme randomizované algoritmy kombi-
novat s deterministickymi prvky, dosdhneme nestrannosti pfi vzorkovani libovolného
souboru prvki (kazdy ndhodny start stejné pravdépodobny, kazdy soused vybran se
stejnou pravdépodobnosti, ... ).

Randomizované paradigma vypoctu ovSem neni silnéjsi nez deterministické.

4 Lokalni metody

Okoli stava Okoli stavu s € S je mnozina stavi, dosazitelnych z s aplikaci nékteré
operace q € Q.

k-okoli stavu k-okoli stavu s € S je mnoZina stavi, dosaZitelnych z s aplikaci nejméné
jedné a nejvyse k operaci g € Q.

Sousedni stav Stav sy € S patfici do okoli stavu s € S se nazyva sousednim stavem
(sousedem) stavu s.

Lokalni metoda ma vZdy jen jeden aktudlni stav, ktery zpracovava, pfic¢emz uva-
7uje sousedni stavy z (relativné malého) okoli. Uplné a systematické metody uschova-
vaji kazdy stav z okoli pro pozdé&jsi zpracovdni. Proto jsou exaktni a proto mohou mit
nadpolynomidlni sloZitost.



Konstruktivni heuristika Zacne z trividlni konfigurace a postupnymi kroky konstru-
ujeme feSeni.
Iterativni heuristika Zacne z néjakého feSeni a to postupné vylepsuje.
Dvojfazové heuristiky Prvni faze slouzi k ziskéani feSeni (konstruktivné, ndhodné fe-
Senf), ve truhé fazi iterativni vylepSovani.
Jednoduché heuristiky e Pouze nejlepsi
e Prvé zlepSeni

e Heuristiky Kernighan-Lin (maji takové to podlouhlé okoli, projdou napii-
klad pét stavt a pak se podivaji, ktery z téch péti byl nejlepsi a z néj pokra-
cuji)

Lokaln{ heuristiky, které netfesi problém lokalnich minim, uvdznou hned v prvnim
takovém. To se projevuje tim, Ze vysledné feseni silné zdvisi na startovacim stavu.
Existuje nékolik metod, jak uvaznuti fesit. Mizeme

zvetsit okoli,
e startovat z nékolika riznych (ndhodnych) pocatecnich feSent,

e vracet se z vétvi, které nevedou k feSeni (detekujeme slepou ulicku),

docasné pripustit zhorSen{ aktudlniho stavu (zvySuje ndroky na fizeni algoritmu)

5 Globalni metody

Prii feSeni instanci problému globalnimi metodami si pomahdme dekompozici instance
na podinstance. Vysledné feseni sklddame z jednotlivych feSeni podinstanci. Trividln{
podinstance fe§ime hrubou silou. Pfirozenym modelem vypoctu je rekurze.

Zékladni postup tedy vypadd néjak takto:

Lel — Y,
Ien{ Len — YZ}Y

instanci problému II rozloZime na mensi instance problému II a vyfeSime je. Ziskana
feSeni Y7 a Y> pak sloucime do vysledného feSeni Y plivodni instance problému II.
Podle specifickych vlastnosti 1ze dekompozice rozdélit do tf{ skupin.

Priblizna dekompozice Pokud jsou Y7 resp. Yo optimdlnimi feSenimi instanci I; resp.
I, pak je Y feSenim (ne nutné optimalnim) instance /. Pokud Y7, Y5 neexistuji,
nevime nic.

Cista dekompozice Pokud jsou Y; resp. Y5 optimélnimi feSenimi instanci Iy resp.
1>, pak je Y optimdlnim feSenim instance I. Pokud Y7, Y5 neexistuji, Y také
neexistuje.

Presna dekompozice Takovi Cistd dekompozice, Ze kazdé optimdln{ feSeni YV se dé
slozit z né&jakych optimélnich feSeni Y7 a Y5 (ze vSech optimalnich feSenf Y7, Yo
se daji slozit vSechna optimadlni feSeni Y.

Pokud je navic dekompozice takovd, Ze jedna z dekomponovanych instanci je tri-
vialni, hovofime o redukci (priblizné, Cisté, presné).



5.1 Rozdél a panuj

Algoritmy rozdél a panuj jsou zaloZeny na pfiblizné dekompozici. Opakované feseni
dekomponovanych instanci je fidké. Zvlastnim ptipadem jsou metody zmensi a panuj,
kdy je potfeba fesit jen jednu z dekomponovanych instanci.

5.2 Dynamické programovani

Dynamické programovani je Cistd dekompozice. Dekomponované instance se daji cha-
rakterizovat malym poctem hodnot a feSeni dekomponovanych instanci 1ze témito hod-
notami indexovat. Zaroven se daji dekomponované instance rozdélit do disjunktnich
tiid (stupnu) tak, Ze k vypoctu instanci jednoho stupné je tfeba jen instanci pravé jed-
noho jiného stupné.

Dynamické programovani 1ze formulovat dvéma zptisoby. Rekurzivni zptsob vy-
jde ze zadané instance, stanovi, které podinstance je tieba fesit, aZ dosdhne trividlnich
instanci. V praxi se tento zpisob nepouZiva.
dinstance, az dosdhne zadané instance.

Reseni jednotlivych podinstanci se samoziejmé& v obou piipadech zaznamenavaji a
jsou tak vzdy pocitdny nejvyse jednou.

5.3 Slozené globalni metody

Globdlni metody lze sklddat z riznych dekompozic. Principem je rekurzivni procedura,
v kazdé urovni dekompozice se pouZije nejlepsi mozna dekompozice. Vysledkem muize
byt nalezené feSeni, informace o tom, Ze feSeni neexistuje, ale také to, Ze nevime nic.
Tam, kde je moZné pouZit vice dekompozic stejného druhu, udrzujeme seznam téch,
které nevedly k vysledku.

6 Linearni programovani

Mame dana redlna ¢isla aqy ... amn, b1 ...bm, C1 ...c,. Naleznéte redlna ¢isla x1, zo,
..., Ty tak, aby
Cc1x1 + Cox2 + ...+ Crxy

bylo maximalni. Zkrécené aby ¢!« bylo maximdlni. Pfitom mus{ byt splnéna soustava
podminek

11271 + app®2 + ...+ apr, < b
a21%1 + A22%2 + ...+ a2, < by
11 + AmaZ2 + ...+ GpnZn < by
T1,22,...,&n 2= 0
To lze také zkracené zapsat jako
A x <
x =
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Do slov pfepsdno se jednd o feSeni linedrnich rovnic, zpravidla s urcitym stupném vol-
nosti, kdy je pocet rovnic mensi neZ pocet proménnych. Pak se voli nékteré proménné

NP4

jako parametry a dle optimalizacniho kritéria se hleda nejlepsi feseni (optimum).

6.1 Tvary linearniho programovani
Existuje n€kolik tvart, ve kterych se s linedrnim programovanim lze setkat.

Kanonicky tvar

cx maximalni
Ax < b
x > 0
Standardni tvar
Tz maximalni
Ax = b
x > 0
Obecny tvar
Tz maximalni
<
A-x = b
>

8
—
IV

b o
Vsechny tfi tvary jsou vzdjemné ekvivalentni. Standardni a kanonicky tvar jsou spe-
cidlnimi pfipady tvaru obecného. Obecny tvar lze pfevést jak na kanonicky, tak na
standardnf tvar.

Mame-li v ptivodnim obecném tvaru dané x # 0, lze zavést dvé nové proménné
xztaxz” tak, Ze x = £ + =~ (mysleno po slozkich). Pak lze také pivodni rovnici
a; - x = b; pro jeden fadek matice A zapsat jako dvé rovnice

a;-xt < b

—a; - T < *bi

které jiZ, stejné jako rovnice pro z+ > 0 a £~ > 0, vyhovuji kanonickému tvaru.
Podobné 1ze postupovat i v piipadé prevodu z obecného do standardniho tvaru.

6.2 Prostor resSeni

Prostorem feSen{ je konvexni téleso. Aplikaci optimaliza¢niho kritéria ziskdme svazek
nadrovnin (rovin), jehoZ prunik s télesem prostoru feSeni predstavuje vysledné feseni
problému. Prinikem mtiZze byt

e vrchol (bod),
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e hrana (tsecka),
e sténa (nadrovina, rovina).

Pokud nehleddme vSechna feSenti, staci zabyvat se jen vrcholy. Na mnoZing vrcholt pak
provedeme lokdlni prohleddvani (tfeba ,,pouze nejlepsi*). Zbyva dané vrcholy nalézt.

Madme-li n proménnych a jen m rovnic, obsahuje matice A nejméné (n — m) line-
arné zavislych sloupcti. Volbou m linedrné nazavislych sloupcii volime bdzi a v§echny
proménné, které neodpovidaji sloupctiim baze poloZime rovny nule. ReSenim zbylé sou-
stavy rovnic dostaneme bdzové reseni.

6.3 ReSime
KaZzdému vrcholu odpovidd néjaka baze a kazdé bazi néjaké bazové feSeni. Méjme
naptiklad sedm proménnych x1, 2o, ..., x7 a Ctyfi rovnice pro omezujici podminky.

T+ X2+ 23 +Ts =
T+ s
r3 +Tg =

3xeo+x3+2a7 =

I
S IR CRNN

Zvolime-li si potom jako bazi posledni Ctyfi sloupce matice A, miZeme poloZit
x1 = x5 = x3 = 0 a dostat tak feSeni = (0,0,0,4, 2, 3,6).

Tak, ted’ka tedy mame néjaké feSeni (odpovidajici néjakému vrcholu ktery odpo-
vid4 néjaké bazi). Cenu tohoto feseni spocitdame? jako

m

z = E LiCBi
i=1

Na dalsi vrchol se posuneme tak, Ze z baze néjaky sloupec vyhodime a nahradime ho
jinym. Celé nejlépe tak, Ze cena vysledného feSeni bude vySsi. Postup je docela dobfe
patrny ze slidd.

Jedna z metod, kterou lze toto délat, je tzv. simplexovd metoda. SloZitost se odvo-
zuje od poctu moznych bz, kterych je (). Lze ji pouZit i pro diskrétni problémy,
existuji ale i metody s polynomidlni sloZitosti.

6.4 Celociselné linearni programovani

U celociselného linedrniho programovani jsou vSechny proménné a koeficienty celoci-
selné (¢i ve specidlnim pripadé dvouhodnotové 0/1). ReSeni celociselné tlohy ma vzdy
horsi optimaliza¢ni kritérium nez feSeni relaxované ulohy v oboru redlnych Cisel.

7 Slovnicek

Hamiltonova kruznice Uzaviena cesta v grafu (posloupnost neopakujicich se hran),
ktera obsahuje vSechny uzly grafu a Zddny v ni neni (aZ na start/cil) dvakrat.

2Pro¢ neni v tom vzore¢ku u ceny index i ale n&jaky Bi mi neni moc jasny. IMHO je cena stale stejnd,
takZe nevim, pro¢ by to nemélo jit samotnym i.
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