Linearni programovani

Terminologie

,Programovani“: ¢ti ,programovani
vyrobni linky"

LLinearni*: Cti ,pfi omezujicich
podminkach a optimalizacnim kritériu
vyjadrenych linedrnimi vyrazy" (také
kvadratické, hyperbolické ...
programovani)

e ,Dynamické programovani“: programovani
vypoctu kombinatorického problému

Formulace

Dana reélna Cisla a4 ... a,,,, by... b, ¢, ... C,
Naleznéte redlna x, , x,, ..., x, tak, aby

CyXq + CoXp + ...+ C X, Mmax. c'x max.
za podminky

11Xy + @pXy +o + @4,X, < by Ax<bh
8y Xy + AyXp + ..+ Ay X, < b,

Xyt @ppXy + .t @y X, < b,

x20,%2>0,..,x,20 x>0

Linearni programovani

a kombinatorické problémy

konfiguracni a vystupni proménné

vstupni proménné
} omezujici podminky

optimalizacéni kritérium

a prece se netodi ...
neni to kombinatoricky problém

Priklady

e VVyrobni problémy
- necht a; je spotifeba materialu / pro vyrobek j
- necht b; jsou dostupné zdroje materialu i
- necht ¢; je zisk z vyroby jednotkového
mnozstvi vyrobku j

- = maximalizace zisku z vyuziti danych zdrojt
e Smésovaci problémy

- minimalizace nakladt na dosaZeni stanoveného
cile

Tvary linearniho programovani

c’™x max.
Ax<b
x>0

c'™x max. <
Ax=b Ax{ } b

x>0
>
x{¢} 0

kanonicky tvar

standardni tvar obecny tvar

formulace
zakladnich
tloh

metody feSeni ‘ ‘praxe ‘




Ekvivalence Ekvivalence
becny — k icky necht a je ity fadek matice A
standardni tvar ‘ Sl And Lol ‘ 0
XXX
A& i + \\‘\ a(')xw
zvlva}stm uk&Zeme X#0 <Exj >0 N a(,.)x.b,»< i ;
pipad \ x>0 , . -a,Xx &
. i nova rovnice . ) .
puvodni nové pavodni nove
obecny tvar i i i
y tv rovnice promanné rovnice rovnice
zvléétni < >7 ukazeme ‘obecny — standardni ‘
pripad
agx +s;=b; a;X —S;=b;
ayx<b; ¢ b ax>b; o S
kanonicky tvar 0 ' <: 520 0 ' < 520
4 v v ’ v v r’
Jak vypada prostor reseni? Prostor reseni
X+ Xp+ X3+ Xy =4
Priklad X + X =
—X1 —Xp— X3 — X4 — X5 — Xg — X; Max. X3 tXg =
3X, + X3 +Xx,=6
Xyt Xo¥ Xz + X,y =4
X + X = X1, Xp, X3, X4y X5, Xgs X720 ‘ ‘ X4, X5, Xy X7 =0
X3 +Xg =
3X,+ X3 +x,=6 Xt X+t X3 <4
X, <2
X1, Xo, X3, Xy, X5, Xy X720 Xy <3
m=4 rovnic pro n=7 proménnych = 3ot x, <6
= n-m=3 promé&nné volné X >0
= néjaky Utvar v E; Xp =0
= X3>0

0,0,3
- 1,0,3 ) ,
013 Geometricky
p X3 nazor
2,02
0,0,0 X,
/ 2,00 dva praseciky
splynuly
v jeden
X,1,/0,2,0 \%,0 —

Prostor reseni

e Konvexni téleso

* Vi Yo - Y feseni =
L Y1t ho Yot ... + Ay, je Fedeni, pokud
;\-1+;\.2+ et ?\,k =1




- - v ’ . 7 . 0,03, 103
Optimalizacni kriterium X, * 3%+ 2x,— 15 =
Xyt Xo+ X3+ X, =4 "
X4 + X5 =2 2,02
X3 +xg =3
3X,+ X3 +x,=6
— Xy — Xo— X3 — X4— X5 — Xg — X; max
0,0,0 .
2,00
‘x1 +3X,+2x3—15  max
reprezentace? « |/0.20 22,0
‘x1 +3x,+2x;—15=2z
z=-15

0,03 00,3
1,03 1,03
013 X+ 3%+ 2x,—15=2 013 >< Xy 3%, + 2x} — 15 = 2
X3 &
2,02
0,0,0 X 0,0
2,00 2,00
X 0,2,0 2,2,0 22,0
z=-13 z=-9
00,3 103 v v v ’
Xi+ 3%+ 2,152 Pocet reseni
X3
\ v v 7. s v
202 e Prostor reSeni je konvexni téleso
e Dotyk svazku (nad-)rovin s prostorem reseni je
- bod (vrchol)
- Usecka (hrana)
- (nad-)rovina (sténa)
e Pokud nezadame vSechna reseni, staci se zabyvat
0,0,0 — il jen vrcholy
e Nejsou zadna lokalni minima
wx 020 220 e Staci aplikovat lokalni prohleddvani (napfiklad
Lpouze nejlepsi*) na mnozinu vrcholl
z7=_6 o Ale kde najdeme vrcholy?




-9 -8
003 03
013
X3
-9
202
0,00 13 X
—15 / 2,00
« 020 \%‘o

-9 -7

Baze a bazova reseni

necht a( je i-ty sloupec matice A

a) a@ aB3) a4 a6 a6) a0
X+ X+ X3+ X, =4
X4 Tr X5 B2
X3 + Xg =3

3X,+ X3 +x,=6

* Nejméné n-m sloupct linearné zavislych

» Volbou m linearné nezavislych sloupcl volime bazi

* V8echny proménné, které neodpovidaji sloupctim
baze, polozime rovny nule a feSime zbylou soustavu

* Dostaneme bazové feseni

Baze a bazova reseni

al) a@ aB a@ aB) z6) a(M)
X+ Xo+ X3+ Xy =4
X4 + Xg =2
X3 + Xg =3
33X, + X3 +x,=6

B=(a® a® a® a) — x,;=x,=x,=0 —>(0004236)
B=(a" a@ a® a®) — X4;=Xs=x,=0 —(2200030)
B=(a" a@ a® a®) —» X3=Xs=X,=0 —(2200030)
dvojity bod (vice nez 3 nuly)
B=(a® a® a® a”) — x,=x;=x,=0 — (040023

tato baze neodpovida Zadnému reseni

Prechod mezi bazemi

* Kazdému vrcholu odpovida néjaka baze
« Mame bazi B = (a®"), a®?),..., a®m) a odpovidajici
bazové feseni x

» Vybereme si sloupec a¥, ktery v bazi neni a chceme jej
tam mit

« Ktery sloupec vypadne?

Prechod mezi bazemi

« B=(a®, a2, .. altm) odpovidajici bazové feseni x

« Sloupec a) musi byt linearni kombinaci sloupcti
baze (s néjakymi koeficienty t;)

m
al = ; t;a®

«/protozZe x je feSeni a protoZze proménné, které
neodpovidaji sloupciim baze, jsou nulové

rzn: x.a® - p rovnice pohybu z
=" puvodniho vrcholu
do nového
(x—6t;)a®) + oal =b

Mz

n
-

Prechod mezi bazemi

B=(ah a® a® am) (2020014)

all) a@ aB) a4 [a6] q6) a7
Xy + Xo+ X3+ X, =4
X4 +[Xg =2
X3 #Xg =3
3X,+ Xg +X; =6

il ‘chci a® do baze
a® =a)-a®+ a6 + g tis=1 tys= —1 t3s=1 t,5=1

Jestlize (vhodné usporadané) sloupce baze jednotkovou matici,
muUZeme koeficienty ¢; Cist pfimo = budeme
v tomto tvaru matici udrzovat Gaussovou eliminaci




Prechod mezi bazemi

B=(a" a® a® am) (2020014)
all a@ aB) a4 [a(6] a6) a7
Xyt Xy Xzt X, =4
X +| X5 =2
X3 #Xg =3
3X,+ Xg +X; =6
a®) =aM-aB+ a6 + g7 tis=1 tys= —1 t35=1 t45=1

(2-1.0) aM+(2+1.0) a®+ (1-1.0) a®+ (4—1.6) aN+O a®) = b

s rostoucim @ se tento ¢len
vynuluje nejdfive

a(6) opousti bazi (1

l @max=

1

030103)

-9 -8
0,03,12,03 1,030,103 @=1
-6
0,1,3,02,0,0
X3
-9
2020014 ©=0
-15
0,0,0,4,2)3,6 -13  x,
/ 2,0,0,2,03,6
x, /02,0223, \%,o,e,o,s,o

-9 -7

Ktery sloupec?

B = (a®®)), a®2) ..,

m
z= Z X; Cgi
=1
m
an =) t;a®
=1

m
AZ = Oy max (G _/Zl tij )

a®m), odpovidaji

ci bazové

cena reseni x (proménné, které
nepfrislusi sloupci baze, jsou nulové)

promeénné ve sloupcich,
prislusejicich bazi, redukovany o t;

zména ceny pfi zavedeni
sloupce j do baze

Zavést sloupec, pro ktery je Az nejlepsi nebo
aspon kladné. Neexistuje-li, konec (globalni

optimum)

Tabulky simplexové metody

hodnota optlmallzacnlho kritéria

l

-1 -1 -1-1-1-1-1-1 @ o radek
0 11 11000 4
0 10 00100 2
0 00 10010 3
0 03 10001 6
T g ’

mysleny sloupec pro proménnou z

Regeni pFikladu
simplexovou metodou

“ibstoneme 2 th
13
11
10
00
0 3

Gaussovou eliminaci
Bi privedeme 0 ve sloupcich baze

'
20 00 08
1(1 0 0 0|4
00 1 0 0|2
1/0 0 1 0|3
1/0 0 0 1|6

jednotkova podmatice baze

(nemusime hled

at)

’ 2

Co dal?

do baze| On..| z baze| ¢| Itic;| Az| z
al) 2 a®| -1 1 2| -13
a) 2 a”n| -1 3 6| -9
a® 3 a®| -1 2 6/ -9

e Nejrychlejsi vzestup dostaneme pro a(? a a3

e Klasicka simplexova metoda rozhoduje jen podle
Yt;c;, neni tedy metodou pouze nejlepsi

e Dostaneme a(® do baze




V4 o 3
a? v bazi
baze a? a4 a®) a(®), bazové reSeni: 0202230
1of1 |o o o|-1 EH
1] 0| 2501 0 Oft/y 2
1/ olofo 1 o0 2
ofoff[t]o o 1|0 3
ol 1|50 0 ofy; 2

e vybereme a®® do baze, bazi opousti a®),
bazové reseni0 130200

e vybér all) do bédze vede k2200300

a® v bazi 4
baze a(® a® a# al®), bazové reSeni: 0130200
1o o o of-1-1 [GH
110 0 1 0f%/; 0 O
110 0 0 1|0 O 2
0,0 1 0 0/1 0O 3
0Ol 1 0 0 O}Y/53Y5 1

Toto by mélo byt optimum, avsak kladny koeficient
1. ¢lenu 0. radku nas ,navadi* k privedeni a*) do
baze

a) v bazi

baze a(V) a® a®® a%), bézové feSeni: 0130200

00 of-1|ofv;-1 |6l
1 00[1l0F/; 0 O
0 0 o0|1]1]|0 2
0 0 1{0|0[1 0 3
0 1 0[0|0}t/31/5 1

Tato baze odpovida stejnému bodu jako predchozi
(je dvojity). V 0. Fadku neni zadny kladny koeficient,
vime, Ze jsme v optimu

Simplexova metoda - slozitost

m
moznych bazi je n

existuji instance, na kterych simplexova metoda
tyto baze prohleda

existuji polynomialni metody rfeseni

Celociselné

linearni programovani

A, b, ¢ — celociselné

X — celoCiselné

x € {0, 1}: 0/1 linearni programovani (zvl. pfipad)

* Problém batohu je zvlastnim pfipadem 0/1 linearniho
programovani

* Problém batohu je NP-tézky

* Problém celo€iselného linearniho programovani je NP-
tézky

Reseni celogiselné tlohy ma vzdy horéi optimalizaéni
kritérium nez feSeni relaxované ulohy v oboru redinych
Cisel

Priklad

- Pivovar vari svétlé a tmavé
Moret & Shapiro pivo. Na 1hl svétlého piva je

X ... vyroba potrebi 2 jednotky sladu,
svétlého piva, hl 4 jednotky chmele a

y ... vyroba 2 jednotky kvasnic. Na 1hl
tmavého piva, hl tmavého piva jsou potrebi

3 jednotky sladu, 1 jednotka

chmele a 9 jednotek kvasnic.
21x+ 31y max. Zisk z prodeje svétlého
2x +3y <25 a tmavého piva je v poméru
4x+y<32 21:31. Je k dispozici 25
2x+ 9y < 54 jednotek sladu, 32 jednotek
chmele a 54 jednotek kvasnic.
x>0,y20 Jaky ma byt vyrobni program
pro maximalni zisk?




Priklad + 23y=05 |\ 4xry=32

21x+31y =z
y 229 2

R 2x+9y=54
0
24

2x+9y=54

Metoda secnych nadr?vm Metoda vetvi a hranic
i J Svodni tlohas| (7,1 3,6)
\ \ puvodni tloha— 260.7;
\\\\\\ (7,25 3) (6,5 4)
245,25 260,5
229 250 \{so 7
24
pridavna omezeni, volena Xx<7 X7
T & 4 — 2
tak, aby nékteré £y (4 6) nema
necelogiselné vrcholy byly neni tfeba zkoumat, 250 fegeni
| vylougeny budou horsi nez 245,25
prohledavat prostor Uloh tak, aby prorezavani
} } —t t eliminovalo co nejvice vétvi
1 5

Dualni uloha

Oy vy

,oto¢ co muzes

b’y min.
Ax<b E) [ay:sc

x>0 y=0

Véty:
x,y feseni = c™x < by
X,y optimalni feseni & c'™x = by




