NP-Uplné (NPC)
a NP-t&zké (NPH)
problémy

e Karpova redukce

e NP-UpIné problémy (NPC)
e Cookova véta

e Turingova redukce

o NP-tézké problémy (NPH)
e problémy mezi P a NPC

Pojmy X-tézky a X-uplny
(X-complete a X-hard)

e Problém /7 je X-téZzky, jestlize se efektivni
Fedeni véech problémi z tiidy X da
zredukovat na efektivni FeSeni problému /7.

e Problém /7 je X-Uplny, jestlize je
X-tézky a sam patfi do tfidy X.

o efektivni feseni: v polynomialnim cCase
(jindy napf. s omezenou chybou)

e zredukovat: vyresit pomoci

e za X dosadit: NP, NPO, APX...

NPH a NPC

Cookova véta:

Karpova redukce
NPC existuje

(pro NP problémy)

nejtezsi
problémy v NP NPC

m srovnatelné
tézké problémy NPH
mimo NP

Turingova redukce
(pro jiné problémy)

Co jsou
nejtézsi problémy v NP?

v v vy

|Co je ,lehc¢i™ a ,tézsi" problém?

instance instance
problému problému
Il Il

e ziskali jsme algoritmus na /1,
o ktery neni horsi nez
algoritmus na /7,

e 1, je nejvyse tak tézky jako /1,
e 1, je nejméné tak tézky jako /1,

shodny
vystup

Ktery problém je nejtézsi?

instance instance

problému problému
nl nZ

* [1, je nejvyse tak tézky jako /1,
e [1, je nejméné tak tézky jako /7,

|Ten, na ktery jdou prevést vSechny ostatni. |

Karpova redukce

(polynomialni transformace)

¢ Definice Karpovy redukce
Rozhodovaci problém /7, je Karp-
redukovatelny na /1, (1, O I1,), jestlize
existuje polynomialni program pro
(deterministicky) TuringQv stroj, ktery
prevede kazdou instanci I; problému /7,
na instanci I, problému /7, tak, ze
vystup obou instanci je shodny.

e Jiné znaceni: <




Vlastnosti

e Tranzitivita
norn,on,orMn;=,0Ifl;

mn I

e Tridy polynomialni ekvivalence
non,on,on,=r,afl,jsou
polynomialné ekvivalentni.

Priklad: HC O TSP

Dan graf G=(V,E). Obsahuje tento graf
Hamiltonovu kruznici?

l prevést

Dana mnozina n mést C={¢,,C5,...,C,}. Pro
kazda dvé meésta c;c; je dana vzdalenost
d(c;c;)>0. Existuje uzaviena tura, ktera
prochazi kazdym méstem pravé jednou a
ma délku nejvyse B?

Karpova redukce HC O TSP

o Necht kazdému uzlu v; odpovida jiné mésto c;.
e Je-li (v;, v;) O E, necht d(c, c;)=1 jinak d(c, c;)=2
e Necht B=|V|.

Algoritmus:

Osnova dlikazu, Ze je Karpovou redukci:
1. HC O TSP ma polynomialni slozitost

2.1 Okruznicev G = Oturav C
2. vystup je stejny <
2.2 Otdra v C = Okruznice v G

o
Dukaz HC O TSP
| 1. HC O TSP ma polynomialni slozitost (n=|V|) |
eKonstrukce mést: O(n); vzdalenosti: O(n?); B: O(1)
e = slozitost O(n2);
|2.1 Okruznice vG = Otdrav C |
o (vy,Vy, ... V,,v;) Hamiltonova kruZnice v G.
= (¢y,Cy, ... Cp,Cy) je tUra v C o délce n.1
(kazdy usek tury odpovida hrané)
en<B.

[2.2 Otdra v C = Okruznice v G |
*(cy,Cy, ... C,,Cy) je tura délky nejvyse B.
en Usekdl, délka B=n kazdy Usek tary ma délku 1
e = kazdy Usek odpovida hrané
*(vy,Vy, ... V,,v;) Hamiltonova kruznice v G. m

Trida NP-Upiny

(NP-Complete, NPC)

e Definice (tfida NP-Uplny):
¢ Problém /7 je NP-Uplny, jestlize
« [10 NP
e pro vSechny problémy /7’0 NP, 7’071
e Dlsledek:
MONP, O7'0 NPC,
1’0 = NoNPC

TTONPC
tranzitivita

NP-Uplny jako trida
ekvivalence

e VSechny NPC problémy tvofi tfidu ekvivalence

e 11y, 1, ONPC (= 1,00NP, /1,0INP)

e [1,0 I, (protoze 1,0NP, M1,0NPC)

e 11,0, (protoze M,ONP, 1,0NPC) PR
existuje
vubec néjaky
NPC problém?




Cookova véta a dusledky

¢ SAT je NP-Uplny

e fika, ze NPC neni prazdna

e otevird cestu k dikazlm NP-Uplnosti
prevodem

e jsou zndmy tisice NPC problém0

e které tvofri tfidu ekvivalence

e polynomialni program na jeden =
= polynomidlni program na vSechny

¢ nevypada to, Ze by P=NP...

P, NP, NPC (a NPH)

vzajemné prevoditelné,
nejtézsi problémy v NP

Osnova dikazu

SATONPC ?

|DMIONP, 77 0 SAT |

kazdou instanci I
kazdého problému /7
prevést na booleovskou formuli

v polynomialnim Case

I ma vystup ,ano" -
- formule je splnitelna

Dlsledky MONP, I0Myo

e Existuje program M pro TuringQv stroj,
ktery kontroluje certifikat Y instance I v
Case p(n), kde p je polynom a n velikost
instance I a skonci ve stavu gupo-

e Velikost certifikatu je nejvyse p(n).

e Rozsah poli¢ek pasky je
-p(n)... p(n)+1.

Konstruovana formule

e Jestlize I0M,yo, pak formule, ktera
vyjadfruje vy'lrok
~probéhl vypocet stroje M, ktery se
zastavil ve stavu gayo, Ma ohodnoceni
{_)roménn)'/ch, pfi Kterem nabyva hodnoty
rue.

e ,Nahrada naprogramovaného pocitace
kombinacnim obvodem™

e Musi obsahovat
- vlastnosti Turingova stroje
- program M
- vysledek ,ano"

Celkovy stav Turingova stroje

e Stav fidiciho automatu
e Obsah vsech policek pasky
e Pozice hlavy na pasce

Vypocet Turingova stroje

e Posloupnost celkovych stavl v ¢ase 0...t,
kde t je celkovy cas vypoctu
e _ proménné formule




Proménné formule

r..pocet stavi; v...pocet symboll abecedy pasky
O(p(n)?) proménnych

Qli, K1
v Case i je M ve stavu g, k=0..r
HLi, jl .
v ¢ase i je hlava na J=-p(n)..p(n)+1
poli¢ku j
3 S[i, J, K] j=-p(n)..p(n)+1
v Case i je obsah &=0..v
poli¢ka j symbol s,

¢as i=0...p(n)

Klauzule formule

musi byt splnény soucasné (soucin)
v kazdém case J, fizeni je
v pravé jednom stavu

v Case p(n), fizeni je
ve stavu gano

v kazdém case /, hlava je
na praveé jednom policku

v kazdém case i/,
celkovy stav je
vysledkem aplikace
prechodové funkce &
v &ase 0, celkovy stav na predchozi celkovy
je inicializovan stav

v kazdém case i, kazdé
policko obsahuje pravée
jeden symbol

Ukazky konstrukce
nékterych skupin

A EY LNl —( QLi, 0] .Q[/, 1]) =

= (=Qli, 0] + =Q[/, 1] )

v pravé jednom stavu
... V. nejvyse
jednom stavu

o, (~Qli, 71 + =QU, J1)
i=0..p(n) j=-p(n)..p(n)+1

j=j+1..p(n)+1

(Q[i, 0] + Q[i, 11 + ... +Q[/, r])
i=0...p(n) k=0...r

v kazdém case /,

Ukazky konstrukce cegovy stay jo
nékterych skupin vysledkem aplikace

prechodové funkce &
kdyz hlava neni na policku j, na predchozi celkovy

obsah se nezméni stav

( _|S[iljl /] + H[II.]] + S[i+lljl /] )
i=0..p(n) j=-p(n)..p(n)+1 ﬁ
( =HLi, j1 + =Ql[i, k] + =S[i, j, 11 + H[i+1, j+A] )
( =HLi, J1 + =QLi, KT + =S[i, j, 11 + Qi+1, k7))

( _‘H[il .]] + _‘Q[i/ k] + _|S[il jl /] + S[I+1l jl /I] )

i=0..p(n) j=-p(n)..p(n)+1

Polynomialni slozitost

Ukazat, Ze velikost vysledné formule F je

. ’ . ’ o ’
polynomialni s n — velikosti puvodni
instance

velikost formule s mnozinou C klauzuli nad
mnozinou X proménnych: |X]|.|C]|

e r, v ... konstantni pro dany problém /7
IX] = O(p(n)?) IC| = O(p(n)?)
[Fl = O(p(n)*)

Osnova dikazu

vyhodnoceni OP

SATONPC ?

|DMIONP, 17 O/SAT |

kazdou instanci I kazdého *
SATO NPC problému /7
Q. e. d. prevést na booleovskou formuli
v polynomialnim Case v
U/ I I'mé vystup ,ano” - v
= formule je splnitelna




Dokazovani NP-uplnosti /7
« 7 definice I

¢ [1'0 NPC je specialnim pripadem 77
o [TONP, O7'0 NPC, 'Or = NMONPC
T1ONP, SAT O 11 = NMONPC

Na pocatku je SAT...

... a takto
to bylo dal

3D
MATCHING VERTEX

PARTITION

KNAPSACK

Bestiarium

e 3-SAT: kazda klauzule ma praveé 3 literaly
¢ Trojna svatba:
- dany disjunktni mnoziny W, X, Y,
|W|=|X|=|Y|=qg, mnozina MOWxXxY;
- existuje M'OM takova, ze |M’'|=q a zadné dva
prvky M’ se neshoduji ani v jedné soufadnici?
¢ Uzlové pokryti:
- dan graf G=(V,E), celé Cislo K<|V|;
- existuje V'OV takova, ze |V’|<K a O(u,v)OE,
udV’ nebo vOV'?

Bestiarium

e Klika: (,politicka klika")
- dan graf G=(V,E), celé Cislo K<|V|;
- existuje Uplny podgraf G’'=(V',E’) grafu G
takovy, zZe |V’|=K?
e Problém rozkladu:
- dédna mnozina A={ay, ... ,a,} a funkce
s:A- Z%;
- existuje podmnozina A’'0OA takova, ze
2 s(a) = 2 s(a)
abA’ allA-A’
(rozklad na podmnozZiny se stejnou cenou)

Bestiarium

e Steinertiv problém:
-déan graf G=(V,E)
-dana podmnozina V'O V
- sestrojit minimalni souvisly podgraf
H=(W,F) takovy, ze V'O W.
e Mnoho variant na specidlnich grafech

Bestiarium

e Steinerlv problém v pravouhlé
metrice




Bestiarium

Problém planovani: (jeden z mnoha)

e Dana mnozina T operaci o jednotkové
dobé trvani, dale je dano Castecné
uspofadani < na T a maximalni doba
vypoctu D OZ +. Existuje takovy plan
6:T -40,1,...D} 2e
- v kazdém okamziku z {0, 1, ... D } je

naplanovano nejvyse m operaci a
,—je-li & < t; pak d(t;) < o(t;)

e Uloha je NP-tézka; je-li vSak <
zobrazitelné mnoZinou strom{,
je polynomialni.

NPH a NPC

Karpova redukce
(pro NP problémy)

problémy v NP NPC
m srovnatelné

tézké problémy NPH

mimo NP

Turingova redukce
(pro jiné problémy)

P, NP, NPC, PO, NPO, NPH

NPO

=~

Turingova redukce

(Turingova transformace)

¢ Definice Turingovy redukce
Rozhodovaci problém 77, je Turing-
redukovatelny na /1, (1, O I1,), jestlize
existuje polynomialini pragram pro
(deterministicky) Turinguv stroj, ktery resi
kazdou instanci I, problému 77, tak, ze
pouziva program M, pro problém /7, jako
podprogram (jehoz trvani povazujeme za
jeden krok).

e Jiné znadeni: << O

Tida NP-t&zky
(NP-Hard, NPH)
¢ Definice (tfida NP-tézky):
Problém I7 je NP-tézky, jestlize pro
vSechny problémy /7’00 NP, 7’011
e Karpova redukce je specialnim pripadem

Turingovy redukce (volani podprogramu
jednou, pfimé pouziti vysledku)

e NPCO NPH

Rozhodovaci (TS)
a optimalizacni (TSO)
verze TSP

o0

— T

TS TSO

existujeMnstruovat

délky nejvyse B? nejkratsi tdru

Q e spocitat nejkratsi turu pomoci TSO
e porovnat




Turingova redukce

TS TSO
« TSE O NP
« TS O NPC O
«TSE0TS @ e (5]
e TSE OTS O TSE O

TSE: Dana mnozina n mést C={c,,C,,...,C,}. Pro

kazda dvé mésta G je dana vzdalenost d(c,,c)
Déle dana mez B a cesta (€] prochazeJ|C| K mesty
Da se O prodlouzit na turu délky nejvyse B?

TSE: Dana mnozina n mést
C={c,,C,,...,C,}, vzdalenost

d(c;c;). Dale mez B a cesta © TSO g TSE
prochazejici K mésty. Da se ©
prodlouzit na turu délky < B? @

e Vime, ze B;,=N, Bmax=n.max {d(ci,cj)}
 Velikost instance méfme N = n+109,8,,,,
e Necht existuje program TSE (C, d, ©, B). Jak
pomoci néj vyresim TSO?
e 1. Urdim B* pomoci l0g,B,,., vVolani
TSE (C, d, {c,}, B).
e 2. Ur¢im dalsi mésto k C, pomoci
TSE (C, d, {cy, ¢}, B¥).
e 3. Opakuji, az urc¢im celou kruznici

[0(10g,B1nay) + O(n2) = O(N2) |

K pfedchozimu dikazu

1. Urc¢im B* pomoci 10g,B,,,, Volani
TSE (C, d, {c;}, B).

Brax T
¥%.Brax T
me TSE (Cr d, {c1}, 1/Z-Bmax)=NE
V2.Bmax
TSE (C, d, {c1}, 2.B.,x)=ANO
Ya.Brax -
0 .

TS a TSO

TS

TS a TSO jsou Turing-ekvivalentni

a tedy stejné tézké.

NP-intermediate (NPI)

problémy, které
mohou mit polynomialni
algoritmus ani na né nikdy
nemUze byt preveden SAT,
pokud P+NP

e NP-P-NPC: problémy, pro
které ani neumime nalézt
polynomialni algoritmus,

NP ani na né prevést SAT.

Napt. izomorfismus grafd, do r.
2004 také test prvociselnosti

NPI neni prazdna

« DUsledek obecné&ijsi véty (Ladner 1975):

e Necht /7 je NP-Uplny problém a I mnoZina
jeho instanci. Pak existuje podmnozina I’
jeho instanci, rozpoznatelna
pol nomialnim algoritmem takova, ze
problém 71" vznikly omezenim /7 na I’ neni
ani NPC, ani P.

e Pfiklad: musi existovat mnozina grafu pro
kterou HC neni ani NPC, ani P.

¢ Zatim nalezeny jen zcela ,nepfirozené"
pripady




Kandidat NPI: Oteviené verze probléma:

isomorfismus grafl problém planovani
e Dany grafy G=(V,E) a H=(W,F). ms<l ms<2 m<3 ms<4 m<100 m libovolné
e Existuje prosté zobrazeni f: V- W < libovolné
takové, ze pro kazdé u,vOV plati
(u,v)OE pravé tehdy, kdyz < strom
(fu),A(v))OF?
e Pokud by tento problém byl NPC, < prazdné
polynomialni hierarchie by O p —.  podprablém
zkolabovala (minuld prednaska) @ NP-P-NPC

@ NPC Garey a Johnson




