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Pseudopolynomialni algoritmus
pro problem batohu
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Slozitost

e Pole md n.M prvkd
e Kazdy prvek lze vypocist v konstantnim Case
e Slozitost O(n.M)

M nesouvisi s velikosti
instance (meéreneé
jakymkoli rozumnym
zpusobem)



Varianta
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Slozitost

e Velikost pole n.>c;

e Kazdy prvek lze spocitat v konstantnim Case
e Necht C,, = max {cy, C, ..., C,}.

e Pak >¢c; < n.Cy

e Slozitost O(n2.Cy)

C, nesouvisi s velikosti
instance (meérené
jakymkoli rozumnym
zpusobem)



Pseudopolynomialni algoritmus

e Definice:
Algoritmus, jehoZ pocet kroku zavisi
polynomialné na velikosti instance, ale zavisi dale
na parametru, ktery s velikosti instance
nesouvisi, nazyvame pseudopolynomialnim.




Aproximativni algoritmy,
aproximovatelné problemy
a jejich tridy



Aproximativni algoritmus
pro problém batohu

Algoritmus APR-KNAP:

e Veéci seradte podle klesajiciho pomeéru
cena/hmotnost

e V tomto poradi vkladejte do batohu, pokud neni
prekrocena nosnost batohu

e \/ysledné reseni porovnejte s resenim, které se
sklada pouze z jediné, nejcennégjsi veci

Vysledné reseni ma cenu >50% optimalniho reseni



Mereni kvality

C(S) hodnota opt. kritéria reseni S
APR(I) aprox. reseni instance I

o OPT(I) optimalni reseni instance I
Definice:

Algoritmus APR ma relativni kvalitu R, jestlize

R > max S _C(APR(D)) C(OPT(I))}
VI C(OPT(I))" C(APR(I))

Algoritmus APR ma relativni chybu R, jestlize

> max |C(APR(I)) - C(OPT(I))| y
vI % max { C(OPT(I)), C(APR(I)) }



Viastnosti
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Aproximativni algoritmus,
trida APX

Definice:
Algoritmus APR pro problém /7je R-aproximativni

(g-aproximativni), jestlize jeho relativni kvalita
(relativni chyba) je R(¢).

Definice:

Optimalizacni problém 77 je

R-aproximativni (g-aproximativni), jestlize pro nej
existuje R-aproximativni (&-aproximativni)
polynomialni algoritmus. Cislo R (&) nazveme
aproximacnim prahem problému /7

Definice:
Optimalizacni problem 77 patri do tridy APX,
jestlize je R-aproximativni pro konecné R.




Priklad: algoritmus A+

e Problém uzloveého pokryti: dan graf G=(V,E);
sestrojit V'cV takovou, ze |V’| = min a
vV(u,v)eE, ueV’' nebo veV..

e Algoritmus:
1.V =
2.dokud E# &
a. zvol hranu (u,v) € E
b. V' =V'U{u,v}
c. odstran z E hrany incidentni s u nebo v



Dukaz

e Algoritmus:

1.V =9
2.dokud E# &
a. zvol hranu (u,v) e E
b. V' = V'u{u,v}
c. odstran z E hrany
incidentni s u nebo v

e podle konstrukce: V' reprezentuje |V’|/2 hran,

které neinciduji

e = V/opr Musi mit nejméné |V’|/2 uzlt

| — < |V'| B |V’OPT|

gA+ — |VI|

e na grafu o 1 hrané se toho dosahne

¢ = &,="2, R, =2

A

(o

o0

< 1A,
V'={A,B}

V’OPT={A}




Priklad: At

e Algoritmus:
1.V = J
2.dokud E# &
a. zvol hranu (u,v) € E tak,
ze deg(u) + deg(v) = max.
b. V' = V'U{u,v}
c. odstran z E hrany incidentni s u
nebo v

Analyza nejhorsiho pripadu je stejna, ale
(o) v 7 v . v 7
prumerny cas je lepsi.




Priklad: B+

e Algoritmus:
1.V =
2.dokud E# &
a. zvol uzel v e V-V,
tak, ze deg(v) = max.
b. V' = V'U{v}
c. odstran z E hrany
incidentni s v
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Zhodnoceni Bt
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Aproximacni prahy

uzlove pokryti | g,.<1/2

batoh §>0 libovolné
malé Cislo

TSO Ereo=1 pokud
P=NP

ATSO Extso <1/3

(metricky)

TSO Egrs0 >0 libovolné

geometricky malé cislo




PTAS

(Polynomial Time Approximation Scheme)

e Definice:
Algoritmus APR, ktery pro kazdé & >0 vyresi
kazdou instanci problému /7 s relativni chybou
nejvyse ¢ v case polynomialnim v |I| nazyvame
polynomialni aproximacni schéma problému /7

e Definice:
Problém 77 patri do tridy PTAS, jestlize pro 77
existuje polynomialni aproximacni schéema.




Polynomialni aproximacni schéma
pro problém batohu

e Dano: O<e<1
o Algoritmus PTAS-KNAP:

- necht S je mnozina konfiguraci batohu, které
obsahuji [ 1/¢] véci nebo méné

— kazdou konfiguraci z S doplnit algoritmem
APR-KNAP

e Slozitost:
- O(|I] log |I|) ve velikosti instance
- 0(2Y/¢) v prevracené hodnoté relativni chyby

pUjde to Iépe?



FPTAS

(Fully Polynomial Time Approximation Scheme)

e Definice:
Polynomialni aproximacni schema APR, jeho cas

vypoctu zavisi polynomialné na 1/&, nazyvame
plné polynomialni aproximacni schema.

e Definice:
Problém 77 patri do tridy FPTAS, jestlize pro 77
existuje plné polynomialni aproximacni schéma.




Struktura NPO

NPH

NPO
PX
AS
TAS



PIné polynomialni aproximacni
schéma pro problém batohu
e Instance: n, M, ¢y, C5, ..., C,, Wy, W5, ..., W,.

e Necht C,, = max {cy, C, ..., C,}.
e Existuje pseudopolynomialni algoritmus se

slozitosti O(n2C,,). hlavni
e Zanedbdme b nejméné& vyznamnych bitQ figl
v cenach.

e Slo¥itost O( ZbCM) Relativni chyba g = Z%b

e Pro 0 < £< 1 volime b= |_|09—_‘

e Slozitost O( N’y = plné polynomialni
& aproximaéni schéma.

e Aproximativni algoritmus = presny algoritmus
nad zjednodusenym modelem



Aproximacne nejtéz
problémy

\



Uplnost

e Problém [T je X-tézky, jestlize se efektivni
reSeni v8ech problému z tfidy X da
zredukovat na efektivni reseni problému
[1.

e Problém /7 je X-uplny, jestlize je
X-tézky a sam patri do tridy X.

e Efektivni reseni: zde: aproximovatelné
reseni

e Redukce: zachovava efektivitu, zde:
zachovava aproximaci




APX redukce

Necht 77,, 1T, € NPO.

instance I,
problému 77;

rel. kvalita O(r)

reseni
instance I,
problému 77,

APX
Hl oC HZ

F (L, r)

zachovava
existenci
reseni

instance I,
problému /7

aproximativni alg.
s rel. kvalitou r

v

g(Ill Y, f')

zachovava
reseni

reseni y
instance I,
problému 77,




Viastnosti

APX

o /I, < IL, ILeAPX = [1,eAPX

APX

o /I, « IL, ILePTAS = [1,ePTAS



NPO-Uplny, -tézky

e Problem /7je NPO-tezky, jestlize

V1T eNPO, 117 IT.

e Problém 77je NPO-uplny, jestlize
je NPO-tézky a 17 eNPO.

APX-Uplny, -t&zky
e Problém 77 je APX-tezky, jestlize
V1T eAPX, IT &1

e Problém 77je APX-uplny, jestlize
je APX-tézky a I7 cAPX.



Struktura NPO

NPO-
-uplny NPH
AP X-
-uplny NPO
PX
AS
— ™ TAS
APX redukce
je Turingova [~
redukce

N— g



Problém pokryti

e Dano:
kolekce C podmnozin konecné mnoziny S.

e Zkonstruovat:

— podmnozinu C'c C takovou, ze kazdy prvek S
patri do alespon jedné podmnoziny z C’, a dale
|C’| = min. (unatni pokryti)

- podmnozinu C'c C takovou, ze kazdy prvek S
patri do prave jedné podmnoziny z C’, a dale
|C’| = min. (binatni pokryti)




Optimalizacni SAT-folklor

MAX MAX
WEIGHTED | MAX SAT | WEIGHTED
SAT SAT(!)
vstup F, X F, X, W F, X F, X, W
konfigurace | Y Y Y Y
vystup Y Y Y Y
omezeni F(Y) =1 |F(Y) =1 --- ---
opt. max. pocet | max. max. pocet | max.
kriterium jednicek vazeny splnénych |vazeny
polet termu polet
jednicek splnénych

termu




Dobre a Spatné zpravy

Problém Dobré (R) Spatné
Min. uzlové pokryti 2-log log |V| |APX-uplny

/ 2log|V] 1985 1991
Min. (unatni) pokryti 1+In |S| Neni v APX
mnoziny S 1974 1993
MAX SAT 1.2987 APX-Uplny
(pocet klauzuli) 1997 1991 |
MAX WEIGHTED SAT NPO-Uplny
(vaha proménnych v 1)
Batoh FPTAS 1975




Dobre a Spatné zpravy

Problém Dobré Spatné

TSO NPO-uplny 1987

ATSO R=1.5 1976 | APX-Uplny 1993
Christofides

Geom. TSO PTAS 1996

souradnice €Z

Geom. TSO APX-Uplny 1997

souradnice €Q




