Problémy a algoritmy

Složitost problému, algoritmu

Asymptotická složitost:


· horní asymptot. odhad:  f(n) je shora omezena g(n):  f(n) = O(g(n)), když existuje kladné reálné c, pro každé n>n0, f(n) <=c. g(n)
· dolní analogicky

· asymptot odhad:
c1.g(n) <= f(n) <= c2.g(n)
Složitost problému je g(n), když existuje algoritmus, jehož O(g(n)).

Polynomiální redukce: P1 je polynom. redukovatelný na P2, když existuje algoritmus (program pro Turnigův stroj), který převede každou instanci P1 na insatnci P2 tak, že zachová řešení. Pol. redukce je tranzitivní, třídy P i NP jsou vůči ní uzavřené.

Třídy složitosti:

P (polynomiální) – existuje alg. (program pro Turnigův stroj), který jej řeší v polynomiálně omezeném čase (počtu operací).

NP (Non-deterministic P) – existuje prg. pro nedeterministický Turingův stroj, který ho řeší v polynom. čase.

   -neboli: Pro každou instanci rozhodovacího problému, jejíž řešení je ANO, existuje certifikát takový, že problém kontroly je P.

  (Nedeterministický TS:
- vycucá si řešení-certifikát z prstu (orákulum), normální TS certifikát ověřuje (nerozhoduje!))

NPC (NP Complete) – problém Π je NPC když:
je NP 

každý NP problém je možné na Π polynom. redukovat
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NPH (NP Hard) –každý NP problém Π je na něj Turing-redukovatelný (NPH používá Π jako podprogram v polynom. počtu kroků).

· Pokud optimalizační Π je NPH, pak jeho rozhodovací varianta je NPC.

Cookův teorém – SAT (problém řešitelnosti log. formule) je NPC.

Stavový prostor algoritmu A je dvojice (S, Q), kde:

· S je množina stavů určených vnitřními a výstupními proměnnými A 

· Q je množina operací takových, že q(s) <> s
Znázorňuje se grafem – S uzly, Q hrany (orientované).

Kvalita algoritmů

Relativní kvalita alg.:
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… pro nejhorší instanci I; R je <1;nekonečno), 1=ideální


pro maximalizační úlohu je zlomek obráceně

Relativní chyba:
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jmenovatel podle minim/maxim. úlohy
Aproximační práh:
problému P je maximální ε takové, že existuje polynom. algoritmus řešící P s chybou max. ε.


(problém pokrytí ε=1/2,  TSP ε=1); pro aproximovatelné problémy

Polynomiální aproximační schéma: je algoritmus, který pro libovolné ε>0 řeší každou instanci I problému P v polynomiálně omezeném čase v závislosti na velikosti I.

  Např.: Problém batohu dynamickým programováním, se zaokrouhlením ceny (závisí silně na ε a ceně, ale je polynom. na |I|)

Dělení algoritmů

Podle prohledávání stavového prostoru:
úplné (všechny stavy), systematické (každý stav max. 1), obojí = exaktní řešení

Algoritmy:
deterministické (i nejhorší řešení má garantovanou kvalitu)



náhodné (zkouším, nevím nic o kvalitě)



kombinované (zkouším, řešení vylepšuju)

Nebo:
analyzovatelné (aproximativní) – vím něco o chybě, aproximativní schéma


ostatní – heuristiky (v širším slova smyslu), nemají garantovanou chybu

Heuristiky:
- lokální (informace pouze z omezeného okolí) / globální (infomace z celé instance (dynamické prgání))

· konstruktivní / iterativní

Lokální metody

K-okolí okolí stavu stavového prostoru alg. dosažitelné max. k operacemi.

Lokální konstruktivní metody:

· best-first  

· metody s návratem (backtracking, backmarking)

· min./max. konjunkce/diskjunkce

· Ibarakiho schéma – best-first, ale beru více alternativ

· kombinace:
prohledávání do hloubky (po nějakou dobu)+best-first

· naopak

Lokální iterativní metody:

- vychází z počátečního stavu, který je řešení (triviální, získané konstrukcí)

- iteruje se mnoha jednoduchými operacemi

 -mají heuristickou funkci (často přímo optimalizační kritérium, fitness u gen. alg.)

Obecné schéma:


1. Open.Empty() ??  ano=Stop

2. state=Open.Get()

3. Closed(state) ?? ano=goto 1

4. new=Try(state)

; to je ten trik, vybírá vhodné kandidáty z okolí

5. if (new) Open.Put(new)

6. Goto 1

Parametry iter. metod:

· velikost okolí

· uspořádání okolí (pravidelné, jiné)

· výběr ve fci Try (nejlepší, první lepší + uspořádání)

· volba poč. stavu (jeden / více poč. stavů, konstrukce/náhodné)

Simulované ochlazování


Fce try(state, t), t.. teplota – určuje pravděpodobnost přijetí i horšího řešení (pst=e^(-d/t))


Vyberu souseda (náhodně), pokud lepší beru, pokud horší beru s pstí p.

  Iterace:


t=t0;


repeat



repeat state=try(state, t) until rovnováha();



t=ochlad(t);


until zmrazeno();

Ochlazení – nelineární t=0,9.t; podle počtu přijatých změn, lze i ohřívat (ven z lok. minima)

Počáteční t0 – prostě hodně velká, postupné ohřívání

Rovnováha() – pevný počet iterací, počet iterací=f(t)

Zmrazeno() – Hikův teorém (známe hloubku lok. minima, pst vyvedení<ε), malý počet stavů New, pevná mez t

Modifikace:
- jednodušší vztah pro pst (lehčí výpočet) p=1-d/t

· pro malé t prohlížím sousedy systematicky ne náhodně (moc odmítnutých kandidátů)

· paralelizace

Genetické algoritmy

  Zachovává rysy „dobrých“ řešení – funkce fitness. Operace křížení, mutace.

Iterace:


repeat G=new_generation(G) until hotovo();

Překrytí generací:

· žádné – nahradí se celá G potomky a mutanty

· částečné – vyhodím horší část (např. půlku) generace a doplním potomky na pův. velikost

· úplné – nahradím jednoho (2) jedince novými potomky

Funkce fitness_select():


- přímo optimalizační kritérium (moc rychle konverguje)

· ranking – jedince beru s pstí závesející na jeho fitness ??

· scaling – „změkčím“ optimalizační kritérium g(x)= a.f(x) + b; zachovám střední hodnotu!

Modifikace – messy GA – kříží se různá lokální minima získaná konstruktivní metodou; složitější křížení na základě vlastností dobrých jedinců

Tabu prohledávání

- tabu je historie dané délky; ovlivňuje okolí stavu, příp. heuristickou fci; na modif. okolí zpravidla best-first

tabu – kritérium odmítání operací (nových stavů), např. historie inverzních ops, již prohledané stavy, četnost nějaké operace

aspirační fce – nový stav beru, i když je tabu; nejlepší výsledek, nejlepší lok. výsledek, všechny jsou tabu, tak tahle


- nebo na základě sledování atributů stavu, ovlivňují aspir. fci nebo optim. kritérium (intenzifikace)

tabu-lhůta – staticky, dynamicky podle atributů

· mohu prohledávat i stavy, co nejsou řešení (s nějakou penailzací)

Globální metody

Rozděl a panuj – např. Quick-sort, prblém rozmístění

postup:


if (i malé) řešení(i); 

// triviální snadné řešení


rozděl (I, I1, I2, … Ik);


řeš(I1); řeš(I2); …  řeš(Ik); 


slož řešení (I, I1, … Ik);

Dekompozice:

· optimlální I1..Ik => suboptimální I

· čistá:
optimlální I1..Ik => optimální I (pokud I nemá řešení, alespoň jeden In taky ne)

· přesná:
optimlální I1..Ik => všechna optimální I

Dílčí řešení jsou optimální, páč jinak se chyba kumuluje.

Dynamické programování

  Postupujeme zdola nahoru (od dílčích úloh), tabelujeme výsledky dílčích úloh a používáme je – nedochází k opakovaným výpočtům, paměťová náročnost.

1. Najdeme a uložíme řešení dúlčích úloh,

2. Kombinací těchto získáme celé řešení

Např. věci v batohu:


cena(i+1, w) 


-  cena (i, w) – bez předmětu i

- cena (i, w-wi) – s předmětem i

  Hodnoty jsou tabelované podle i a w.

Lineární programování

Obecný tvar lin. úlohy:

  a11.x1 + a12.x2 + … a1n.xn = b1 (<>)

 …



- omezující podmínky

  c1.x1 + c2.x2 + …
= min, max – optimalizační podmínka

Kanonický tvar (jen nerovnosti v omezeních, x kladná), standardní tvar (jen rovnosti v omezeních, x kladná): méně obecné, stejně silné (formálně ekvivalentní)!

 Jde o řešení soustav rovnic, zpravidla s nějakým stupněm volnosti (méně rovnic než proměnných) =>  parametrizace, nalezení optima dle optimal. podmínky.

 Modifikace: simplexová metoda – lze i pro diskrétní problémy (pohybujeme se po vrcholech – přípustné stavy), pomocí výběru pivota se posouvám po hraně mezi vrcholy (mezi řešeními).
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